Всероссийская олимпиада школьников по математике

Муниципальный этап, 2016/2017 учебный год

Критерии оценивания работ.

Каждое задание оценивается из 7 баллов.

Примерные критерии:

	Баллы
	Правильность (ошибочность) решения

	7
	Полное верное решение.

	6-7
	Верное решение. Имеются небольшие недочеты, в целом не влияющие на решение.

	5-6
	Решение в целом верное. Однако оно содержит ряд ошибок, либо не рассмотрение отдельных случаев, но может стать  правильным после небольших исправлений или дополнений.

	4
	Верно рассмотрен один из двух (более сложный) существенных случаев, или в задаче типа «оценка + пример» верно получена оценка. 

	2-3
	Доказаны вспомогательные утверждения, помогающие в решении задачи, или в задаче типа «оценка + пример» верно построен пример.

	0-1
	Рассмотрены отдельные важные случаи при отсутствии решения (или при ошибочном решении).

	0
	Решение неверное, продвижения отсутствуют.

	0
	Решение отсутствует.


При оценивании решений важно учесть следующие соображения:

1) любое правильное решение оценивается в 7 баллов. Недопустимо снимать баллы за то, что решение слишком длинное, или за то, что решение школьника отличается от приведенного в методических разработках или от других решений, известных жюри;

2) олимпиадная работа не является контрольной работой обучающегося, поэтому любые исправления в работе, в том числе зачеркивание ранее написанного текста, не являются основанием для снятия баллов;

3) баллы не выставляются «за старание участника», в том числе за запись в работе большого по объему текста (даже очень умного и грамотного), но не содержащего продвижений в решении задачи.

Указания к решениям содержат дополнительные критерии оценивания по отдельным задачам.
Указания к решениям.

7 класс.

1. Каких прямоугольников с целыми сторонами больше: с периметром 2016 или с периметром 2018? (Прямоугольники a×b и b×a считаются одинаковыми.)
Ответ: Количество прямоугольников в обоих случаях одинаково. 
Решение. Если периметр прямоугольника равен 2016, то сумма длин его соседних сторон равна 1008. Значит, длина меньшей стороны может принимать значения от 1 до 504. Если периметр прямоугольника равен 2018, то сумма длин его соседних сторон равна 1009, а длина меньшей стороны может принимать те же значения: от 1 до 504. То есть в обоих случаях прямоугольников одинаковое количество, а именно, 504.
Примечание. Правильный ответ без доказательства – 1 балл. 
2. Решите уравнение
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Ответ: 
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Решение 1. Очевидно, что при 
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 обе части уравнения равны нулю, т.е. эти числа являются корнями уравнения. Если 
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, то можно разделить обе части уравнения на 
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 не имеет решений.

Решение 2. Перенесём всё в левую часть и вынесем общий множитель за скобки. Получим уравнение 
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, корнями которого являются 
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3. К переправе через реку одновременно подошли три разбойника на левом берегу и три купца на правом. Каждому надо на противоположный берег. У левого берега есть двухместная лодка. Купцы не хотят оказаться на одном берегу с разбойниками в меньшинстве. Как им всем переправиться?

Решение. Первая переправа – разбойник на правый берег. Обратно – два купца. Затем – на правый берег купец с разбойником. Обратно – два купца. Последняя переправа – разбойник на правый берег.
4. Два пешехода вышли на рассвете. Каждый шел с постоянной скоростью. Один шел из A в B, другой – из B в A. Они встретились в полдень и, не прекращая движения, пришли: один в B в 4 часа вечера, а другой – в A в 9 часов вечера. В котором часу в тот день был рассвет?
Ответ: рассвет был в 6 часов утра. 

Решение. Пусть от рассвета до полудня прошло x часов. Первый пешеход шел x часов до полудня и 4 после, второй – x до полудня и 9 после. Заметим, что отношение времен равно отношению длин путей до и после точки встречи, так что 
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5. Незнайка разрезал фигуру на трёхклеточные и четырёхклеточные уголки, нарисованные справа от неё. Сколько трёхклеточных уголков могло получиться? 
[image: image15.png]



Ответ: 2 или 6. 

Решение. Фигура состоит из 22 клеток. Если при разрезании получилось x трёхклеточных уголков и y четырёхклеточных, то 
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Очевидно, что число x чётно и 
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), так что x может быть равно 0, 2, 4 или 6. Ни 0, ни 4 не подходят: y должно быть целым. При 
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Покажем, что оба случая возможны, на рисунках:
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Примечание. Правильный ответ с обоснованиями без примеров – не более 5 баллов. Правильный ответ с примерами разрезания без обоснования того, что другое количество не могло получиться – не более 2 баллов. 
8 класс.

1. Дано шесть натуральных чисел. Все они различны и дают в сумме 22. Найти эти числа и доказать, что других нет. 

Ответ: 1, 2, 3, 4, 5, 7. 
Решение. Расположим числа в порядке возрастания. Тогда очевидно, что каждое число будет не меньше своего номера. Найдем сумму номеров всех чисел: 
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. Эта сумма на единицу меньше суммы самих чисел. Значит, одно число на единицу больше своего номера, а остальные — равны ему. Числом, большим своего номера, может быть только последнее. Действительно, если какое-то число больше своего номера, то все последующие числа тоже больше своего номера. Поэтому искомыми числами будут 1, 2, 3, 4, 5, 7.
Примечание. Правильный ответ без доказательства того, что другого набора чисел нет – 1 балл. 
2. Для некоторых чисел а, b, c и d, отличных от нуля, выполняется равенство 
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Ответ: 
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Решение. Это равенство приводится к виду 
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.  Раскрыв скобки и сократив равные слагаемые, получим 
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.  Отсюда ясно, что числа 
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 (а значит, и числа a и c) – разного знака. Следовательно, 
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3. Пешеход шёл 4,5 часа, причём за каждый промежуток времени в один час он проходил ровно 6 км. Следует ли из этого, что его средняя скорость за всё время равна 6 км/час? 

Ответ: Не следует.
Решение. Пусть пешеход идёт полчаса со скоростью 12 км/ч, затем полчаса отдыхает и т. д. Тогда за каждый час он будет проходить ровно 6 км, а всего пройдёт 30 км (поскольку идти он будет в течение пяти получасовых интервалов). Средняя скорость при этом равна 
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4. В равнобедренном треугольнике ABC с основанием AB биссектриса AL перпендикулярна медиане BM. Периметр треугольника LMC равен 30 см. Найдите периметр треугольника ABC.

Ответ: 50 см. 

Решение. В треугольнике AMB биссектриса угла A совпадает с высотой, поэтому он равнобедренный. Значит, AB = AM. Тогда треугольники AML и ABL равны по двум сторонам и углу между ними. Значит, LM = BL. Обозначим AB = x, тогда AC = BC = 2x.

Периметр 30 см = LM+CL+CM = BL+CL+CM = BC+CM = 3x, значит, x = 10 см. А периметр ABC равен 5x = 50 см.
5. Миша написал на доске в некотором порядке 2016 плюсов и 2017 минусов. Время от времени Юра подходит к доске, стирает любые два знака и пишет вместо них один, причем если он стер одинаковые знаки, то вместо них он пишет плюс, а если разные, то минус. После нескольких таких действий на доске остался только один знак. Какой?
Ответ: минус. 
Решение. Заметим, что после каждого действия Юры количество минусов либо не изменяется, либо уменьшается на 2. Изначально количество минусов нечетное, значит, после каждого действия Юры оно будет оставаться нечетным, поэтому количество минусов не может сравняться с нулем. Значит, последним знаком мог оказаться только минус. 
Примечание. Правильный ответ без доказательства – 0 баллов. 
9 класс.

1. Какие значения может принимать выражение 
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,  если известно, что выполняется равенство: 
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Ответ: 0. 
Решение. Возведем в квадрат обе части равенства 
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Откуда  
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Таким образом 
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 равен нулю, следовательно и произведение равно нулю.
Примечание. Правильный ответ без доказательства – 0 баллов. 
2. Прямые  
[image: image48.wmf]b

kx

y

+

=

, 
[image: image49.wmf]b

kx

y

2

2

+

=

 и 
[image: image50.wmf]k

bx

y

+

=

 различны и пересекаются в одной точке. Какими могут быть ее координаты?

Ответ: (1, 0). 
Решение. Приравняв правые части первых двух уравнений, получим, что 
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, то эти прямые совпадают, что противоречит условию, следовательно, 
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. Таким образом, другой общей точки, кроме (1, 0), заданные три прямые иметь не могут. Подставив 
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 в каждое из уравнений, получим одно и то же равенство 
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 прямые действительно пересекаются в указанной точке.

3. В треугольнике ABC проведена биссектриса BL. На сторонах AB и BC выбраны такие точки D и E соответственно, что биссектрисы углов ADL и CEL параллельны BL. Докажите, что прямая DE перпендикулярна BL.

Решение 1. Пусть DK – биссектриса треугольника ADL. Т.к. DK||BL, то (ADK=(ABL как соответственные, но (LDK=(ADK=(ABL и (LDK= (DLB (накрест лежащие), значит, (DBL=(DLB. Аналогично доказываем, что (ЕBL=(ЕLВ. Но BL – биссектриса, значит, все четыре угла равны: (DLB= (DBL=(ЕBL=(ЕLВ. Тогда треугольники BDL и BEL – равные равнобедренные (по общей стороне BL), т.е. DBEL – ромб, значит, его диагонали перпендикулярны.

Решение 2. Пусть DK – биссектриса треугольника ADL. Т.к. DK||BL, то (ADK=(ABL как соответственные, отсюда (ADL=(ABC, следовательно, DL||BC. Аналогично доказываем, что ЕK||AB. Тогда DBEL – параллелограмм, причем диагональ BL является биссектрисой угла параллелограмма, следовательно, DBEL – ромб, значит, его диагонали перпендикулярны.
4. Существует ли такое число n , что числа 
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 простые? (Все простые числа считаем положительными.).

Ответ: Не существует.
Решение. Число n при делении на 3 может давать остатки 0, 1 или 2, т.е. имеет вид 
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Если 
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 делится на 3. Таким образом, среди чисел 
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 хотя бы одно делится на 3 при любом n. Среди простых чисел только одно делится на 3 – это число 3. Следовательно, наименьшее из чисел 
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5. На доске написаны числа 1, 2, 3, …, 2017. Разрешается стереть два любых числа и вместо них написать разность. Можно ли добиться того, чтобы все числа были нулями?

Ответ: нельзя. 
Решение. Первоначальная сумма 1 + 2 + 3 + … + 2017 = 1009 × 2005 – и нечетное число. Заметим, что a + b = (a − b) + 2b, т.е. сумма и разность одних и тех же чисел имеют одинаковую четность, следовательно, после каждой замены суммы двух чисел их разностью сумма всех чисел будет нечетной и не будет равна нулю.

Примечание. Правильный ответ без доказательства – 0 баллов. 
10 класс.

1. Девять цифр: 1, 2, 3, ..., 9 выписаны в некотором порядке (так что получилось девятизначное число). Рассмотрим все тройки цифр, идущих подряд, и найдём сумму соответствующих семи трёхзначных чисел. Каково наибольшее возможное значение этой суммы? 

Ответ: 4648. 
Решение. Пусть 
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 – девятизначное число. Из него образуют сумму 
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Сумма S достигает максимума тогда, когда бóльшие цифры входят в неё с бóльшими коэффициентами. Значит, 
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 – это 9, 8, 7, 6 и 5, 
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Примечание. Правильный ответ с указанием девятизначного числа, но без доказательства того, для других чисел сумма не может быть больше – не более 2 баллов. 
2. Может ли произведение двух последовательных натуральных чисел равняться произведению двух последовательных чётных чисел?
Ответ: Не может. 
Решение 1. Пусть последовательные числа – это n и  n + 1,  а соседние чётные числа – это m и  m + 2  (m > 0).  Если  m ≥ n,  то  m(m + 2) > n(n + 1).  Если же 
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,  то m + 2 ≤ n + 1  и  m(m + 2) < n(n + 1).

Решение 2. Пусть  m(m + 2) = n(n + 1).  Тогда  
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.  Но  n2 < n2 + n + 1 < (n + 1)2,  то есть  
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,  откуда  n < m + 1 < n + 1,  что невозможно.

3. Решите систему уравнений: 
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Ответ: 
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Решение. Преобразуем первые два уравнения системы 
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Откуда 
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 Условие 
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 противоречит третьему уравнению системы, поэтому 
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После подстановки 
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в первое или второе уравнение получим 
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Из третьего уравнения имеем 
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. Решения системы в этом случае 
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4. В прямоугольный треугольник вписали квадрат со стороной 15, две вершины попали на гипотенузу. Исходный треугольник разбился на квадрат и три меньших треугольника. Периметр одного из меньших треугольников такой же, как у квадрата. Найдите периметр исходного треугольника.

Ответ: 111. 

Решение. Пусть в треугольник ABC вписан квадрат KLMN, у которого вершины K и N лежат на гипотенузе AC. В маленьком треугольнике, периметр которого равен периметру квадрата, одна из сторон есть сторона квадрата, поэтому сумма двух сторон равна утроенной стороне квадрата. Это не может быть треугольник BLM, где удвоенная гипотенуза LM больше суммы катетов. Поэтому с точностью до выбора обозначений можно считать, что это треугольник ALK. Пусть AK = b, AL = c. По условию b+c = 45. По теореме Пифагора (45–b)2 = c2 = b2+152. Из полученного уравнения находим, что b = 20, а с = 25. Далее, используя подобие треугольников LBM и MNC треугольнику AKL, находим, что LB = 12, BM = 9, NC = 45/4, MC = 75/4. Складывая найденные длины отрезков AL, LB, BM, MC, CN и AK с длиной KN = 15, получаем ответ.
5. На каждой клетке доски размером 9×9 сидит жук. По свистку каждый из жуков переползает в одну из соседних по диагонали клеток. При этом в некоторых клетках может оказаться больше одного жука, а некоторые клетки окажутся незанятыми. Докажите, что при этом незанятых клеток будет не меньше 9.

Решение. Покрасим вертикали доски в чёрный и белый цвет через одну. В результате в чёрный цвет будет покрашено  5×9 = 45  клеток (5 вертикалей), а в белый – 36 клеток. Заметим, что с чёрной клетки жук может переползти только на белую, а с белой – только на чёрную. Следовательно, после того, как жуки переползли в соседние по диагонали клетки, на 45 чёрных клетках оказалось 36 жуков. Значит, по крайней мере 9 чёрных клеток оказались незанятыми.

11 класс.
1. Число 1/42 разложили в бесконечную десятичную дробь. Затем вычеркнули 2016-ю цифру после запятой, а все цифры, стоящие справа от вычеркнутой цифры, сдвинули на 1 влево. Какое число больше: новое или первоначальное?

Ответ: первоначальное число больше.
Решение. 1/42 = 0,0(238095). Поскольку 2015 при делении на 6 даёт остаток 5, 2016-я цифра записанного числа та же, что и пятая цифра периода – 9, а следующая – 5. Значит, новое число меньше.

2. Сколько корней имеет уравнение 
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Ответ: 63 корня.
Решение. Задачу легко решить графически. Поскольку графики синуса и функции 
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 симметричны относительно начала координат, то достаточно рассмотреть правую часть графиков. Максимальное значение синуса равно 1. Поэтому точки пересечения графиков будут находиться в пределах тех значений x, для которых 
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 не превосходит 1, т. е. в пределах от 0 до 100. В этом промежутке содержится 
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 периодов 
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. В каждом периоде для 
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 синусоида и график прямой 
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 имеют две точки пересечения, причём в первой половине периода. Поэтому в пределах 15,5 периодов будет содержаться 32 точки пересечения графиков. Столько же точек пересечения графиков будет находиться слева от начала координат, но при этом необходимо учесть, что начало координат посчитано два раза. Поэтому всего данное уравнение имеет 63 корня.
3. В тетраэдре ABCD проведены медианы AM и DN граней ACD и ADB . На этих медианах взяты соответственно точки E и F, причём EF || BC. Найдите отношение EF:BC. 
Ответ: 1:3.
Решение. 
Проведём медиану DK треугольника ACD и медиану AL треугольника ABD . Пусть P и Q – точки пересечения медиан треугольников ACD  и BCD соответственно. Тогда в треугольнике AML имеем: 
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 PQ || ML || BC.
Поэтому точка P совпадает с точкой E , а точка Q – с точкой F (если бы это было не так, то в плоскости, содержащей параллельные прямые EF и PQ, лежали бы скрещивающиеся прямые AM и DN). Следовательно, 
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4. При каких значениях x и y верно равенство 
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Ответ: При  x = 1/3,  y = 2/3.
Решение. Умножим обе части уравнения на 2, перенесем слагаемые в одну часть: 2x2 + 2(1 – y)2 + 2(x – y)2 – 2/3 = 0 

После раскрытия скобок и приведения подобных слагаемых получим 

4x2 + 4y2 – 4xy – 4y + 4/3 = 0

(2x – y)2 + 3(y – 2/3)2=0.  Отсюда  2x = y = 2/3.
5. На доске размером 8×8 в левом нижнем углу расставлены 9 фишек в форме квадрата 3×3. Любая фишка может прыгать через другую фишку на свободную клетку (по горизонтали, вертикали или диагонали). Можно ли за некоторое количество прыжков расставить фишки в форме такого же квадрата в каком-либо другом углу доски?
Ответ: Нельзя.

Решение. Раскрасим доску горизонтальными полосами: нечётные горизонтали – белым, чётные – чёрным. Делая ход, фишка не меняет цвета поля, на котором стоит. Осталось заметить, что в начальной расстановке 6 фишек занимают белые поля и 3 – чёрные, а в любом из верхних – 3 чёрных и 6 белых полей. Поэтому не удастся расставить фишки в одном из верхних углов. Аналогично доказывается для правого нижнего угла (раскрашиваем доску вертикальными полосами).
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